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２０１１年５月

早数教分科会レポート

アルベロスに関連した問題
柏葉中学校

永井信一

１．まえがき

昨年 「アルベロス ３つの半円がつくる幾何宇宙」奥村 博・渡邉将之 岩波書店が出版され、

た。アルベロスという１つの問題に絞った本として大変珍しいものである。私自身、算額の問題を

解くために、反転の手法を学んでいる最中なので興味深く読んだ。この本では反転や和算について

も記載があるが、アルキメデスの円の話題が中心なので方向性はやや異なる。今回は昨年の早数教

分科会レポート「和算と反転法について」の第２弾として最近まとめたものを発表する。

２．高校入試問題より

半円 、 、 の半径はそれぞれO P Q
５、３、２である。

これらの半円の弧と右の図のように

接する円 の半径を求めよ。R

右の図のように補助線を引くと、

、 、 は一直線上、P D R
、 、 も一直線上、Q E R
、 、 も一直線上にある。O R F

より に下した垂線の足を とし、R AC H
＝ とすれば、QH x

xPH PB BQ QH 5＝ ＋ － ＝ －

xOH OC QC QH 3＝ － － ＝ －

円 の半径を とすれば、R y
yPR PD DR 3＝ ＋ ＝ ＋

yQR QE ER 2＝ ＋ ＝ ＋

yOR OF RF 5＝ － ＝ －

ここで△ 、△ 、△ に三平方の定理を用いて、PRH ORH QRH

すなわち、

、これを解いて

三平方の定理の応用問題としては、標準よりやや上程度の問題である。この問題の元になったの

は、もちろんアルキメデスのアルベロスである。また、江戸時代の和算でもさかんに採り上げられ

た問題である。
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３．アルキメデスの補助定理集（ ）より命題６Archimedes' Book of Lemmas

であるとき、アルベロスの中に

３つの半円に接するように描かれた円の

直径と の関係を求めよ。AB

直径 を に平行に描き、 、 、 上GH AB AB AC CB
の半円の接点をそれぞれ 、 、 とする。D E F
補助定理集の命題１により、 、 およびAG GD
、 は一直線になる。BH HD

さらに、 、 、 、 も一直線になAEH BFG CEG CFH
る。

上の半円と との交点を 、 上の半円AC AD I CB
と との交点を として、 、 を引き、BD K CI CK
これらと 、 との交点をそれぞれ 、 とAE BF L M
する。 、 を延長して、 との交点をそGL HM AB
れぞれ 、 とする。N P
△ において、 、 から対辺への垂線が を通るから、 も に垂直である。AGC A C L GLN AC
同様にして、 も に垂直である。HMP CB
、 、 の角は直角であるから、 と は平行であり、また と も平行である。I K D CK AD CI BD
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したがって、

AC CB AL LH AN NP： ＝ ： ＝ ：

BC CA BM MG BP PN： ＝ ： ＝ ：

ゆえに、

AN NP NP PB： ＝ ：

ここで、 だから、 となる。

PB NP AN AB 4 6 9 19： ： ： ＝ ： ： ：

したがって、

４． を利用して作図するGeometry Expressions

一般的に 番目の半径はn

となることがわかる。

Geometry Expressions 2

An Interactive Symbolic Geometry
Companion to Mathematica

Geometry Expressions is the world's
first interactive symbolic geometry system.
Geometric figures can be defined by either
symbolic constraints or numeric locations.
Measurements on your drawing are not
only presented numerically, but also
expressed symbolically as mathematical
expressions that can be sent to
Mathematica via MathLink for analysis.
Where Mathematica can be used to

automate the analysis of mathematical expressions, Geometry Expressions automates the creation of symbolic
expressions in the geometry arena.

５．作図できるのか
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６．算法天生法指南 (最上流の教科書) 会田安明 ( 年)より1811

＜現代語訳＞

図のように、円内に四円を容れたものがある。

甲円の直径１４寸、乙円の直径７寸のとき、丙円の直径を求めなさい。 答６寸
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とする。

三斜術により天を求める。

これを整理して、

これを整理して、

この２つの式から天を消去すれば、

これを整理して、

したがって、丙を求める式は、

三斜術とは

＜補足＞ この式を普通に表現すれば、

となる。

これは、 の結果と一致する。Geometry Expressions

７．パップスの数学集成( )よりPappus's Collection

右の図のようにアルベロスの中に

一系列の円が接して置かれている。

円 、 、 ・・・の直径をO O O1 2 3

、 、 ・・・とし、d d d1 2 3

中心 、 、 ・・・から にO O O AB1 2 3

下ろした垂線の足を 、 、 ･･･N1 N2 N3
とすると、

1 1 1O N d＝

2 2 2O N 2d＝

3 3 3O N 3d＝

・・・

＝ が成り立つ。O N ndn n n
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８． を使った反転による証明Cinderella.2

を中心とし、小円への接線の長さを半径とする円で反転すると、このような図になるのでA
簡単に証明される。この証明法は有名で多くの本に記載されている。

作図ツール無しにこの図をイメージできた先人の想像力には驚かされる。

なお、反転法はマグヌス（ )によって 年に考案されたものである。Magnus 1831

９．観新考算変 法道寺 善 ( 年) より1862
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＜現代語訳＞

外円に白円が点 で接している。 はじめ両円のS
中心線上に接するように甲円を置き、順次両円に接す

るように乙円、丙円、丁円・・・を描いていく。

最後に描いた円を末円とする。

外円と白円の直径および容れた円の個数( からa)
末円の直径を求めよ。

外円と白円の直径を大きくして無限大になった場合を

考えると図のように、外円周と白円周は平行線となり、

その間に 個の等しい大きさの円が外接してはさまれるa
形になる。

ここで、 斜＝ 末－末＝( － )末a a 1
斜 ＝( － ) 末 ・・・①

2 2 2a 1
元の図で、四円傍斜術より、

・・・②

①＝②より

よって、

＜補足＞

ここで、 外＝白＋甲、外－白＝甲、 －１＝２ であるので、この式を表現し直せば、a n

これは、 の結果と一致する。Geometry Expressions

＜疑問点＞

２つの図で①と②の斜を等しいと置く理由は何も書かれていない。

しかしながら、 を中心とし、 から末円に引いた接線の長さを中心とする円で反転を行えば、S S
確かにこのような図ができる。したがって、得られた結果は正しい。法道寺はこの手法で多くの

問題に正しい結果を残している。あらかじめうまくいく問題を選んで当てはめただけなのか？

それとも反転法と同じ考えに到達していたのか？ 大いなる謎である。
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四円傍斜術とは、 算法助術(江戸時代の有名な公式集) ( 年)より1841

傍斜とは共通外接線の長さを指す言葉

半径ではなく直径で表現されていることに注意

＜注意＞ 外接と内接が入れ替わるときは＋を－に変える。
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